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Exercice 1

1. L’application f n’est pas linéaire car, par exemple, f(2,0) =8 # 2 x f(1,0) = 2.

2. Un élément (x,y) de f71(]0,1]) est un élément vérifiant 0 < (z + 2y)* < 1. Cette double
inégalité équivaut a 0 < = + 2y < 1 puisque la fonction cube se restreint en une bijection de
10, 1[. Cette double inégalité équivaut encore a —z/2 <y < 1 — /2. Ainsi

f7100,1) = {(z,y) e R*: —z/2 <y < 1—z/2} .
3. L’application f n’est pas injective car, par exemple, f(0,1) = f(2,0) = 8.

Exercice 2

1.(a) Soient uy; = (z1,y1, 21,t1) et ug = (2, Yo, 22, t2) deux vecteurs de F' et A,y deux réels. Par
définition de F', on a z; = 29 = 0. Donc Az; + pze = 0. Donc

Aup + pug = (Axy + pxe, MYy + pyz, Azp + pzo, Aty + pts)

est bien un vecteur de F, i.e. ' est un sous-espace vectoriel de R*.

1.(b) Les vecteurs e; = (1,0,0,0), es = (0,1,0,0), e, = (0,0,0,1) forment une famille libre
de F (puisque ce sont des vecteurs de la base canonique de R*). Montrons qu’ils forment une
partie génératrice (et par conséquent une base) de F' : soit u = (x,y, z,t) € F. Par définition
z=0,doncu=x-e;+y-exs+1t-ey.

2.(a) Le complémentaire de G' dans R* est

G={(z,y,2,t) eR* : 2 #£0} .

2.(b) Cet ensemble G n’est pas un sous-espace vectoriel de R* car, par exemple, (0,0,0,0) € G.
3.(a) Voir le cours.

3.(b) L’inclusion F' + H C R? est évidente. Réciproquement soit u = (z,y,2,t) € R Alors
u = (z,y,0,t + 2) + (0,0,2,—2). On a bien (x,y,0,t + z) € F et (0,0,z,—2) € H. Donc
ue F+ H.

4. La droite Vect(es), olt e3 = (0,0,1,0), est un supplémentaire de F' dans R*. En effet, d’apres
1.(b), on a R* = F + Vect(es) puisque (ey, s, e3,¢e4) est la base canonique (et en particulier
c’est une famille génératrice) de R%. On a aussi F' N Vect(ez) = {0}. En effet, d’apres 1.(b) un
vecteur u € F'N Vect(ez) s’écrit Az - e3, d'une part et Ay - e; + Ao - €2 + Ay - €4 d’autre part. Ainsi

—)\3'€3+)\1'61+)\2'€2+)\4'64:O.

Comme la famille (e, eq,e3,e4) est libre, on déduit A\; = Ay = A3 = Ay = 0. Donc u = 0.
Finalement R* = F @ Vect(es).

(Rédaction plus succinte : tout vecteur de R* s’écrit d’une unique manicére 377, Aje; donc d’une
unique maniere (Aje; + Ageg + Agey) + (Aze3) donc d’une unique maniére comme somme d'un
vecteur de F' et d'un vecteur colinéaire a e3.)
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Exercice 3

1. Soient A, p deux réels et u = (x,y,2), v = (2/,y, 2’) deux vecteurs de R®. On a
FOu+pv) = (Ax + px’, =3 \y + 4 z — 3ux’ +4pz’, =2y + 3 2 —2uy’ +3uz’) = Af(u) + uf (v) .

2. On calcule f(e;) = (1,0,0), f(e2) = (0,—3,—2), f(e3s) = (0,4,3). Si A f(e1) + Aaf(ea) +

A3 f(es3) = 0, alors on obtient le systeme

)\1 = O
—3X\y +4X3 =0 (1)
—2Xs 43X =0

Multipliant par 2 la seconde équation et faisant la différence avec la troisieme équation multipliée
par 3, on obtient A3 = 0. On déduit ensuite A3 = 0 de I'une ou 'autre des deux derniéres
équations. Donc (f(e1), f(es), f(e3)) est libre.

4. Soit u = (z,y,2) € R*. On a

fof(u) = f(x, =3y+4z, —2y+3z) = (x, —3(—3y+42)+4(—2y+32), —2(—3y+42)+3(—2y+32)) = u.

Ainsi f o f = Idgs. Par conséquent f est inversible et f~! = f.
4. L’image d’une base par un isomorphisme est une base donc (f(e1), f(e2), f(es)) est une base
de R? car c’est I'image de la base canonique de R? par 'isomorphisme f.

Exercice 4

1. Si P, @ sont deux polynomes a coefficients réels et si A\, 4 sont deux réels, alors AP + u@ est
encore un polynome a coefficients réels. Donc R[X] est un sous-espace vectoriel de F(R, R).
2.(a) Le noyau de f est I'ensemble des polynomes a coefficients réels dont la dérivée seconde
est nulle. Il s’agit donc de I'ensemble des polynomes a coefficients réels et de degré au plus 1.
2.(b) L’application f est surjective : en effet soit P = ag + a; X + - -+ + a, X™ € R[X]. Alors
P=f(Q)ouQ=ag/2X*+ a1 /6X>+ -+ a,/(n+ 1)(n+ 2)X""2. En revanche f n’est pas
un isomorphisme car f n’est pas injective d’apres (a).

2.(c) L’image de g est {X - P: P € R[X]}. Montrons que c’est I’ensemble des polynomes P a
coefficients réels vérifiant P(0) = 0. Déja si P € Img alors P(0) = 0 car P = X - ) pour un
certain polynome (). Réciproquement soit P un polynome tel que P(0) = 0 alors P est de la
forme P = a1 X + asX?+ -+ +a,X™ Donc P = g(Q) o Q = a; + ax X + -+ + a, X" 1.

2.(d) L’application linéaire g est injective : si P est dans le noyau de g alors X - P = 0 i.e. tous
les coefficients du polynéme X - P sont nuls. Ces coefficients sont les mémes que ceux de P.
Donc tous les coefficients de P sont nuls i.e. P = 0. En revanche g n’est pas un isomorphisme
car g n’est pas surjective d’apres la question (c).



